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Resumen

En el presente articulo se desarrolla una metodologia en tiempo discreto para
comparar esquemas de cobro de comisiones por saldo y flujo (sueldo) en la fase de
acumulacion de un fondo de pensiones bajo capitalizacién individual. Asimismo,
a través de distintos métodos, se estudia el efecto de la varianza del fondo de
pensiones en el desempeno e idoneidad de los tipos de comisién antes mencionados.
Finalmente, se realiza una aplicacion practica y se muestran resultados en el marco
del Sistema Privado de Pensiones del Perd, incluyendo valores de indiferencia entre

comisiones para los criterios de comparacién considerados.
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Comparing Front-end Load and Balance Fees in Pension Funds with

Individual Capitalization Accounts

Abstract

In the present article we develop a discrete-time methodology to compare
front-end load and balance fees in the accumulation phase of a defined-contribution
pension fund under the system of individual accounts. Additionally, using vari-
ous methods, we study the effect of the fund’s variance in the performance and
suitability of the aforementioned types of fees. Finally, we perform a practical
application and show the results in the frame of the Peruvian Private Pension
System, including the indifference values between fees for the different criteria

considered.

JEL Classification: G23

Key words: Pension funds, front-end load fee, balance fee

Pagina 2



1 Introduccion

Durante el ultimo cuarto del siglo pasado muchos paises latinoamericanos re-
formaron sus sistemas pensionarios, migrando de sistemas ptblicos de reparto
a sistemas privados con cuentas individuales de capitalizacion (CIC). Las re-
formas llevadas a cabo se encuentran descritas a profundidad en Sinha (2000),
y Kay y Kritzer (2001), ademds de las referencias alli citadas. Asimismo, se
sugiere llevar a cabo una nueva serie de reformas cuyos retos fundamentales,
considerados en Kritzer et. al. (2011), son aumentar la cobertura y competen-

cia de los sistemas previsionales, asi como reducir sus costos de administracion.

Como menciona James et al. (2001), una de las principales criticas a los sis-
temas con CIC es su elevado costo. Por otro lado, Mitchell (1998) afirma que
a pesar de sus altos costos, dichos sistemas tienden a brindar un mejor servicio
en comparacion a los sistemas publicos. Sin embargo, resulta complicado com-
parar los costos de los sistemas privados, inclusive entre paises latinoamericanos,
debido a que existen formas distintas de cobrar comisiones de administracion.
Segun Corvera et al. (2006) y Kritzer et al. (2011) dichas comisiones pueden
ser: proporcional sobre el flujo (generalmente expresada como porcentaje del
salario), fija sobre el flujo, proporcional sobre activos administrados (saldo)
y proporcionales sobre rendimientos nominales y excedentes. A pesar que en
anos recientes han habido modificaciones en su cobro, Sinha (2001), Masias y

Sanchez (2007), y Martinez y Murcia (2008), analizan en detalle las comisiones

Pagina 3



en los sistemas previsionales de México, Pert y Colombia, respectivamente.

El presente articulo analiza tinicamente las comisiones proporcionales por flujo
y saldo, las cuales son los tipos mas comunes en latinoamérica. Para Queisser
(1999) la comision por flujo es més ventajosa que la comision por saldo para
las companias administradoras de fondos de pensiones (AFP) en la fase inicial
del sistema, y la comisién por saldo tiende a ser mas cara en el largo plazo al
incrementar los montos de las CIC. Pero, Shah (1997) estipula que la comisién
por flujo crea distorsiones y tendencias indeseables como fomentar que las AFP
tengan gastos iniciales muy altos, generar pérdidas para los trabajadores ma-

yores, y desalentar la competencia del sistema.

La forma tradicional de comparar comisiones por saldo y flujo es a través de
una comision por saldo equivalente, la cual iguala el valor esperado de los fon-
dos finales (bajo ambos esquemas de cobro) durante el periodo de acumulacién.
Este enfoque se introduce en Diamond (2000) y Shah (1997), se refina en Blake
y Board (2000), y se utiliza como criterio estdandar para la comparacién de
comisiones. Es en esta linea que la principal contribucién del articulo esta en
desarrollar métodos alternativos para comparar dichas comisiones, ademas de
determinar su comportamiento transitorio y de largo plazo, y analizar su sensi-
bilidad ante cambios en ciertos parametros importantes. Los métodos alterna-
tivos de comparacion introducidos son el ratio del valor futuro de las comisiones

cobradas, la inversa del coeficiente de variacién de los fondos finales y el valor
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en exceso del fondo final por unidad de riesgo inspirado por Sharpe (1966).

Para poder aplicar algunos de los métodos de comparacion antes menciona-
dos, es fundamental calcular la varianza del fondo final del afiliado; es por ello
que es necesario introducir un proceso estocastico adecuado para el valor cuota
del fondo de pensiones. Utilizando un movimiento Browniano geométrico, se
pueden obtener expresiones analiticas para la varianza del fondo final, permi-
tiendo la derivacion de propiedades importantes, y sobre todo distintas a las
que se obtienen al utilizar inicamente valores esperados. En general, se puede
concluir que la comisién por saldo mejora su desempeno a la luz de los métodos

de comparacion que incluyen la varianza del fondo.

La estructura del presente trabajo de investigacién es la siguiente: en la seccion
2 se propone una metodologia de modelaciéon y comparacion de las comisiones
por flujo y saldo. La aplicacion practica de la metodologia propuesta al Sis-
tema Privado de Pensiones del Pertu se realiza en la seccién 3. Finalmente, en

la seccion 4 se concluye y se brindan ciertas recomendaciones.

2 Metodologia

Consideremos i € Z y T € Z* tales que 0 < i < T — 1. El indice ¢ representa
un mes particular, y 7" es el nimero de meses que faltan para la jubilacion

del afiliado. Asumimos que el valor cuota, V(t), de un fondo de pensiones
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representativo de una Administradora de Fondos de Pensiones (AFP) en el

tiempo t satisface la siguiente ecuacién diferencial estocéstica (EDE):

AV (t) = pV (t)dt + oV (t)dB(t), V(0) = Vj. (1)

Donde p es la tasa de crecimiento del fondo, o la volatilidad de los retornos
logaritmicos del mismo, V es el valor cuota inicial, y el proceso estocastico
B es un movimiento Browniano estdndar unidimensional. La EDE en (1) es
una especificacién comun para modelar el valor cuota, pues es muy utilizada en
modelos de control estocastico para fondos de pensiones como comenta Cairns
(2000). A continuacién describiremos con detalle las comisiones por flujo y saldo

utilizando una estructura similar a la proporcionada por Diamond (2000).

2.1 Comision por saldo

Sea 0 > 0 la comisién por saldo mensual expresada en tiempo continuo. Ademas,
en el mes ¢ el afiliado aporta una suma W; > 0 a su fondo de capitalizacion in-
dividual. Si el valor cuota, V', se normaliza a la unidad en el periodo i, entonces
el aporte W, equivale al mismo nimero de cuotas. Es decir que para t > i, y
basandonos en la EDE (1), el aporte realizado en i seguirfa el siguiente proceso

estocastico:
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El proceso estocastico W¢ es un movimiento Browniano geométrico (GBM) de
pardmetros p — & y o2, i.e., Wi ~ GBM(u — d,0%). Al afiliado le interesa el
valor final de su fondo, W(T), el cual es la suma de los valores finales de todos

los aportes realizados segin la estructura dada en (2). Entonces,

WL(T) = 3 WD), 3)

donde los procesos W estan sujetos a la misma fuente de incertidumbre B
dada por (1). Es importante calcular la esperanza, E[W(T)], y la varianza,

Var(Ws(T)), del valor final del fondo del afiliado. A partir del GBM en (2)

resulta claro que

E[W(T)] = W=, (4)
con lo cual
-1 T-1
E[W,(T)] = Z W,elw—0(T=i) — ou=0)T Z We (=00, (5)
i=0 =0

Para el cdlculo de Var(W(T)), es necesario calcular la varianza de W(T) y
la covarianza entre W(T) y WI(T). Como W!(T) tiene una distribucién log-

normal

Var(Wi(T)) = W20 (¢ 1) (6)
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asimismo para j > 1y W; > 0 se tiene

Cov(W(T), W¥(T)) = Var<wg<T>>%eM<“>. (7)

Las férmulas (6) y (7) generan la siguiente expresién para la covarianza de los

valores finales de los aportes ¢y j paratodo 0 <:<T —-1y0<7<T -1

S

Cov(Wi(T), Wi(T)) = W;W,elt=0)T=i+T=j) (eG2<T—maX{w‘}> _ 1) .8

Utilizando (8), se puede calcular la varianza de W,(T') a través de

N~

~17-1
Var(W(T)) = W, W,elr= 0T =i+T=j) (GGQ(T—maX{i,j}) _ 1) _ (9)

1

N

I
=
|
=

J
Una propiedad interesante es que es posible expresar el valor esperado y la va-

rianza de W(T + 1) como funciones del valor esperado y la varianza de W(T')

y el aporte Wyp. La expresién recursiva de E[W,(T')] es
E[W(T +1)] = e (B[W,(T)] + Wr), (10)

mientras que la de la varianza es

2

Var(W,(T + 1)) = 2t (eUQVar(WS(T)) 4 (" — 1)(E[WL(T)] + WT)Q) ,
(11)

para T" > 1. Ademas E[W(1)] = Woet ™, y Var(Wy(1)) = I/VOQeQ(#”)(eU2 —1).
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Si se asumen aportes iguales, i.e., W; = Wy > 0 para todo ¢ y ademas p # 4, la

esperanza en (5) se simplifica a la siguiente expresién

eh—0 (e(u—é)T _ 1)

e — 1

E[W(T)] = Wo (12)

Para el caso u = 4, resulta claro que E[W(T)] = WyT. Si p < 6, el valor

esperado del fondo en el largo plazo es

eh=o
lim E[WS(T)] = E[WS(OO)] =W

T—o0 1 — BM_(S. (13)

Por otro lado, la varianza en (9) se puede descomponer en Var(Wy(T)) =
E[W,(T)? — E[W,(T)]?, y bajo el supuesto de aportes iguales se tiene

(n=0)+0® 4 1 9e(n—0)+0o
- 2 i AS(T) - ‘ 2
eln==8)+o? _ 1 elp—6)+o? _ 1

E[W(T)*] = Wy EW,(D)]|,  (14)

donde E[W(T)] es dado por (12) y As(T) satisface

62(u—5)+02 (6(2(u—§)+02)T _ 1)

e2(p—d8)+0* _ 1

Con lo cual, Var(W(T')) se conoceria en forma explicita al tener disponibles las
expresiones de E[W,(T)?] v E[W,(T)] en (14) y (12), respectivamente. Notar
que A4(T) corresponde al valor en T' de un fondo con aportes W; = Wy > 0y una
tasa de crecimiento igual a 2(u—9)+0?. En los casos extremos, (u—0)+o0* = 0

y 2(1 — ) + 02 = 0, las expresiones (14) y (15) deben ser evaluadas utilizando
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los limites apropiados. Finalmente, si y—9 < —%2, la varianza en el largo plazo

del fondo bajo comisién por saldo es

T—00 1 — ep—9 1 — e2(u—0)+0*"

eh—0 2 el
lim Var(IW,(T)) = Var(W,(00)) <W0 ) ! (16)

2.2 Comision por flujo o sueldo

Sea a > 0 la tasa de la comision por flujo. Si el afiliado realiza un aporte W;
en el mes 7, la comisién que pagaria a la AFP (en el momento del aporte) seria
igual a C; = W;(1 — e™*). Considerando que la comisién C; pudo ser invertida
en el fondo, el aporte del afiliado ajustado por el costo de oportunidad de C;
puede expresarse como e~ *W; (al tener a > 0 lo que se estd haciendo es sustraer
la comision del monto del aporte). A partir de este supuesto, el aporte ajustado
de la comision por flujo en el mes 7, W}, evolucionaria segun el siguiente proceso

estocastico

o2

W}(t) = W,e e T)t=0)Fa(Bt)=BGE)) i<t<T, (17)

donde los W(t) estdn sujetos a la misma fuente de incertidumbre B introducida
por (1). Para el afiliado es importante calcular el monto del fondo final ajustado

por el costo de oportunidad de la comision por flujo. Si denotamos dicho monto
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final como W;(T'), es facil inferir que

W(T) = Z WHT). (18)

Es importante recalcar que Wy (7') no representa el verdadero monto final del
fondo del afiliado, sino un monto final ajustado por el costo de oportunidad de
la comisién por flujo. El fondo final del afiliado serfa igual a e*Wy(7"). Con lo
cual, al incorporar dicho costo de oportunidad se han hecho Wy(T') y Wy(T)
comparables.

Se va a calcular la esperanza y la varianza de Wy(7T'). A partir del GBM en

(17) resulta claro que

E[W}(T)] = Wie™erT=), (19)
con lo cual
T—1 . T-1 .
E[Wi(T) =€ Z W;etT—i) = gmatnT Z Wie . (20)
i=0 i=0

Con una légica muy similar a la utilizada en la comision por saldo, se demuestra

que la varianza de Wy (T') es

N

171
Var(W;(T) = Wilje 2 uT =T )) (il _q) - (21

i

N

Il
o
Il
o

J
Es posible expresar el valor esperado y la varianza de Wy (7' +1) como funciones

del valor esperado y la varianza de Wy(T') y el aporte Wr. La relacién recursiva
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para el calculo de E[W; (T + 1)] es
EW (T +1)] = "(E[W(T)] + e "Wr), (22)
mientras que la de la varianza es dada por

Var(Wy(T +1)) = e (7 Var(Wy(T)) + (e = D)(E[W(T)] + e "Wr)?)
(23)
para T > 1. Ademds E[W;(1)] = Woe ™, y Var(W;(1)) = We 202 (e”” —1).
Si se asumen aportes iguales, i.e., W; = Wy > 0 para todo 7 y u # 0, la

esperanza en (20) se simplifica a la siguiente expresién

e atH (e“T — 1)

E[W/(T)] = Wo—

(24)

Para el caso p = 0, resulta claro que E[W(T)] = Wye™*T. Si pp < 0, el valor

esperado del fondo en el largo plazo es

€—a+u

lim E[W;(T)] = E[W;(c0)] = Wy

T—o0 1 — et

(25)

La varianza en (21) se puede descomponer en Var(W,(T)) = E[W(T)?] —
E[W(T))?, y bajo el supuesto de aportes iguales se tiene

2 2
el + 1 2eHto

E[W((T)?] = Woe™® me‘“A(T)—mE[Wf(T)] : (26)
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donde E[W;(T)] es dado por (24) y A(T) satisface

€2u+02(6(2u+02)T o 1)

e2uto® _ 1

A(T) = W,

(27)

Con lo cual, Var(W;(T')) se conoceria en forma explicita al tener disponibles las
expresiones de E[W(T)?] y E[W;(T)] en (26) y (24), respectivamente. Notar
que A(T) corresponde al valor en 7" de un fondo con aportes W; = Wy > 0y

2. En los casos extremos, p + o2 = 0

una tasa de crecimiento igual a 2u + o
y 2u + 0% = 0, las expresiones (26) y (27) deben ser evaluadas utilizando los
respectivos limites. Finalmente, si p < —%2, la varianza en el largo plazo del

fondo bajo comisiéon por flujo es

N 2 2
e~ OTH e’ —1
1—et) 1—e2pto?

lim Var(Wy(T')) = Var(Wy(o0)) = (WO

T—o0

(28)

2.3 Comparacién de comisiones por flujo y saldo

El afiliado necesita determinar la idoneidad de uno u otro esquema de cobro de
comisiones. La comparacion entre dichos esquemas puede realizarse utilizando
por ejemplo: el ratio de los valores esperados de los fondos finales, el ratio
de los valores futuros de las comisiones por pagar, la inversa del coeficiente
de variacion del fondo final, y el valor en exceso del fondo final por unidad
de riesgo. Emn el resto de esta seccion describiremos y analizaremos en detalle

dichos métodos.
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2.3.1 Ratio de los valores esperados de fondos finales

Para un afiliado es importante comparar los valores finales de los fondos bajo
ambos tipos de comisiones. Es decir, se tendria que comparar W(T") con Wy(T).
Dicha comparacion podria hacerse a través del ratio de los respectivos valores

esperados. Consecuentemente, podemos definir

E[W,(T)]

o = g )

(29)

donde E[W,(T)] y E[W{(T')] estan dados por las expresiones (5) y (20), respec-
tivamente.

Para el caso de un 1nico aporte, consideremos que éste ocurre en *, es decir
que Wy > 0y W; = 0 para todo ¢ # i*. Bajo este supuesto, es claro que
E[W(T)] = Wiet=0)T=5) v BEIWH(T)] = Wi-e M=) 1o cual implica que
RE;; = e 9(T=")  La comisién por saldo serd beneficiosa para el afiliado cuando
RE,; > 1, y esta condicion equivale a tener ¢ < =%=. En conclusion, si se tiene
un tnico aporte, RE; es independiente de py de Wi+, y ademas éste disminuye
a medida que aumenta T'. Notar que en vez de considerar un horizonte T se
puede asumir que 7" =T — ¢* es el nuevo horizonte de aportes, y la condicion
se transforma en 6 < 7.

Para el caso de multiples aportes asumimos sin pérdida de generalidad que

W; > 0 para todo 0 <¢ < T —1con T > 1. Bajo estas condiciones podemos
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expresar RE;¢ de las siguientes dos formas:

0—5 Woe(u—(S)(T—l) + Wle(u_5)<T_2) + -+ Wp
WoerT=1) 4+ WyetT=2) ... 4 Wp_y

RESf =€

RE ST Wy + Wle*(#*(” 4+ o4 WT_lef(,ufé)(T—l) (31)
sf — € .
/ Wo+ Wie #+--- + WTfle_M(T—l)

A partir de (31) se puede demostrar que

T-1

ORE,; e =0T — . .
> = — Wiie_(u_é)z W + Wie_’” +
o >{< = =

(Wo + 30 Wiewi i—1

T-1 T-1
(WO +) meW‘”i) (Z Wﬂ'e/”) } <0, (32)
=1

1=1

con lo cual RE4; es una funcién estrictamente decreciente en p1 y esta relacion
es independiente de la secuencia de aportes W;. A partir del resultado anterior,
es posible encontrar una cota superior, UB, y otra inferior LB, para RE;.
Utilizando (30) se tiene UB = lim,, , o, RE;; = ¢®°, y utilizando (31) se tiene

LB = lim,, REs = e® 9T Con lo cual se tiene:
LB =" <RE; <e”*=UB, para T > 1. (33)

Notar que las cotas son independientes de la secuencia de aportes W; y la tasa de
crecimiento u, y éstas serian estrictas en el caso de tener dos o méas aportes en el
fondo. Si a <4, se tiene UB < 1y por consiguiente E[W,(T')] < E[W(T)], i.e.,

la comision por flujo seria siempre preferible al comparar los valores esperados
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de los fondos finales. Adicionalmente, a partir del valor de LB podemos afirmar
que cuando 0 < % se tiene RE;; > 1. Es decir que E[W(T)] > E[W,(T)] si
se satisface la condicion anterior. Es importante mencionar que pueden existir
estructuras de aportes o parametros tales que E[W,(T')] > E[W;(T)] para todo

T > 1 sin que necesariamente se cumpla la condicién anterior.

Si asumimos W; = Wy > 0 para todo el horizonte, RE,; es independiente del
monto del aporte Wy. Bajo este supuesto, y utilizando (12) y (24), la expresién
de RE;; en (29) cuando p # 0y p # 6 se simplifica a

e (elt=0T — 1) (et — 1)
(0T = 1) (e 1)

(34)

S

RE{ (1, 0,0, T) =

Apartir de (34) se pueden verificar los valores de UB y LB en (33), ademas de

demostrar también que 81)5—]2” < 0. Una propiedad interesante del caso W, =

S

Wo > 0 es que RE;(u, @, 6,T) > RE (1, 0,6, T + 1) para todo T" > 1. Si se
tiene p > 0 entonces limp_, o RE 5 =0,y si ademds tenemos a > 0, existird T\E
tal que E[W,(T)] > E[W,(T)] para 1 <T < T, v E[W,(T)] < E[W¢(T)] para

T > fE Por otro lado, si se tiene y < 0 entonces

1 —et
: * a—9d
lim REsf =e (1 e/‘—‘s) , (35)

y existird T} (similar al caso anterior) cuando § < a < § + In (11_62#6). Es

importante mencionar que el caso mas comun es cuando u > 0y a > 4, y
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por lo general seria posible encontar 7% tal que para horizontes mayores a Ty,
la comisién por flujo seria preferible a la comisién por saldo bajo el criterio

considerado.

2.3.2 Ratio de los valores futuros de las comisiones por pagar

Otra alternativa para comparar los esquemas de comisiones por saldo y flujo
se obtiene al considerar los montos de las comisiones por cobrar al afiliado. Es
claro que en el esquema por flujo, la tinica comisiéon cobrada por el aporte W;

satisface

Co=Wi(l—e®), Vi=0,..,T—1. (36)

Asimismo, el aporte W, bajo comisién por saldo genera el siguiente flujo espe-

rado de comisiones mensuales:
Cﬁ(j) — Wieue(u—ts)(j—(ﬂrl))(l _ 6—5)7 (37)

donde 7 es un mes particular tal que y =¢+ 1,...,T. Si utilizamos una tasa de
descuento mensual d (en tiempo continuo) tal que d # p — 9, el valor futuro en
T del flujo de comisiones por saldo generado por el aporte W; es igual a

(66 — ]_) (ed(T_i) — e(M—(S)(T—i))
ed—p+d _ 1

T
VFi(d) = Y "0 =W, (38)

j=i+1
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Mientras que el valor futuro en 7' de la comisiéon C' en (36) viene dado por
VEF(d) = Wi(1 — e ). (39)

Consecuentemente, se puede definir el ratio de los valores futuros de las comi-

siones totales a una tasa de descuento d, RC,¢(d), como

>y VFi(d)
RCys(d) = ZiT—sl VF;(d)' (40)

Incorporando las definiciones (38) y (39) en la expresion (40) se tiene

eﬂf(s (65 _ 1) ea Z?:I)l I/I/Z (ed(T_Z) —_ 6(#_5)(T_i))
~ed=0 (ef — er—d) (e — 1) 2;7':01 W;ed(T—1)

RCsf(d) ) (41)

Es importante notar que cuando d = p, el ratio RC5¢(d) en (40) pudo encon-
trarse de una manera directa. Basta notar que los procesos estocdsticos (2) y

(17) asumen que las comisiones crecen a tasa p, y como « es constante se tiene

GQE[WJC(T)] - ]E[WS(T)] _ et — RESf.

RO W) = R W, () —EW, (D)~ e -1

(42)

Si ademas asumimos W; = Wy > 0, la expresién de RC;¢(11) se simplifica a

@0 (o(p=0)T _ el —
RC: (1) = ;) (ea _ ( 1) ( 1)) | (43)

(e —1 (et — 1) (er=0 —1)
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y (43) se puede relacionar con el ratio RE;; en (34) a través de:

e —RE

RO (1) = ——

(44)

2.3.3 Inversa del coeficiente de variacion del fondo final

Es posible determinar la conveniencia de uno u otro esquema de comisién a
través del ratio entre el valor esperado del fondo final (ajustado por comisiones)
y su desviacion estandar respectiva. Para los sistemas de cobro estudiados, los

ratios serian

E[W, (T)] _ E[Wy(T)]
L Nar(Wo(T v He= SVar(W(D)) (45)

S

Donde E[W,(T)] v E[W(T)] vienen dados por (5) y (20), y Var(Wy(T)) y
Var(Wy(T')) por (9) y (21), respectivamente. En este criterio, si para ciertos
parametros se cumple que H, > Hy, entonces la comisién por saldo serfa preferi-
ble. Utilizando los valores esperados y varianzas de los fondos finales, los ratios

en (45) se pueden expresar como

- Z Z]T ()IWWe(F‘ 0)(T—i+T—j) (46)
° T W (u=0)(T—i+T—j)’
Yo Yico j(pij — 1)e

Z ZJT 01 W, W,;emT=i+T=j)
\ Zizo Z]T:gl Win(pij — )eu(T i+T—3)

: (47)
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y pi;j es dado por
pij = 60'2(T7Hlax{i,j}). (48)

Cuando se realiza un tnico aporte en ¢* < T', los ratios se simplifican a

B 1
o \/GUQ(T—i*) _ 1’

H; = H, (49)

con lo cual ambos esquemas de comisién generarian el mismo ratio.

Sin pérdida de generalidad se asume que W; > 0 para todo 2 =0, ...,T — 1 con
T > 1. Asimismo, se puede hacer a Hy una funcién de la tasa de crecimiento

i, v se demuestra que para 17" > 1

OH (1)
o

<0. (50)

La expresién en (50) es equivalente a Hy > Hy para cualquier conjunto comun
de pardmetros, pues Hy > 0, 6 > 0, y a se cancela en Hy. Consecuentemente,
la comisién por saldo genera siempre un mejor ratio que la comision por flujo.
Al ser Hy y Hy funciones mondtonas en p, es posible encontrar una cota su-
perior G\B, y otra inferior LB para dichos ratios. Después de una apropiada
manipulacién de (47) se tiene que

UB = lim Hy=

p=r=00 e’ —1
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. 1
LB = lim Hy =

=00 eO'QT _ 1 (52)

Hasta concluir la presente parte asumiremos W; = W, > 0 para todo el hori-

zonte. Es de nuestro interés analizar

H
RH; (:uv 57 T7 02) = _S' (53)
f Hf

El ratio RH; 7 por lo general no presenta monotonicidad en T'; pero, para 7" > 1
se verifica que RH};(1,0,T,0°) > 1 como consecuencia directa de (50). En el
largo plazo y con p > 4, tenemos RH,(p, 6, 00, 0?) = lim7_.o RH (1,0, T, 0?),
donde

RH (1,9, 00, 0?) = (54)

et — 1 (eﬁ‘*‘”‘ﬂ _ 1)(62(u—5)+02 _ 1)(€u+a2 + 1)
eh—0 — 1 (erto? — 1) (e20t0® — 1) (en—0+0* 4 1)

. 2 ., . .z
Sip < —% también es posible encontrar una relacion convergente de largo plazo

para RH{, dada por

e2(p—08)+0* _ 1

RHzf(Mv 67 o0, 02) - \/ 62M+02 —1 : (55)

Finalmente, cabe mencionar que RHg;(, 6, 00, 0?) en (54) y (55) podria brindar
una medida del desempeno relativo de los dos sistemas de comisiones respecto

a la inversa del coeficiente de variacion del fondo final.
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2.3.4 Valor en exceso del fondo final por unidad de riesgo

Se puede utilizar el ratio del valor en exceso del fondo final corregido por riesgo
como forma de comparar los esquemas de comisiéon por saldo y flujo. Dichos

ratios se inspiran en Sharpe (1966) y vienen dados por

g, L EWMI-XELW g EWAD - N W
8 VVar(Wi(T)) v/ Var(W(T))

Los numeradores de los ratios en (56) representan el valor final esperado del

(56)

fondo ajustado por comisiones, menos la suma de todos los aportes realizados.
Notar que a diferencia de la inversa del coeficiente de variacion, la tasa de la
comisién por flujo, o, no se cancela en Sy, por lo cual interviene en la compa-
racién. Ademds, definimos 7y = min{T > 1| S #(T) > S4(T)}, con lo cual T,
es el menor horizonte de jubilaciéon para el cual la comisién por flujo es mas

atractiva que la de saldo.

Denotamos W (T') como el valor del fondo final del afiliado en ausencia de comi-
siones, i.e., d = 0y a = 0. El valor esperado y la varianza de W (T') se pueden

obtener a través de

EW(T)] = 3 WielT, (57
T-1T-1

Var(W(T)) = 33 Wier? =79 (602<Tmax{ivj}> ~1). (8)
i=0 j=0
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Utilizando W (T'), tenemos la siguiente expresién equivalente para Sy en (56)

Sf _ E[W(T)] —e Zz‘T:_ol VVZ (59)
Var(W(T))

Sid =0y a >0, se cumple que S, > Sy para cualesquiera parametros del
modelo; pero, no es necesariamente cierto que cuando o = 0 se tenga siempre
que Sy > S,. Utilizando (59), la condicién S; > S¢ es equivalente a e* — 1 >

O(u,6,T,0%) donde

o _ ( EW(T)] Var(W(T)) (E[W(T)]
O(u, 0, T,0°) = (m — 1) — \/Var(WS(T)) (ZiTol W — 1) . (60)

Sea r(T') el rendimiento acumulado hasta 7" del fondo del afiliado sin considerar
comision alguna, y r4(7") el rendimiento acumulado hasta T del fondo del afiliado

bajo comision por saldo. Entonces, es claro que

_ wr
Cynw

I, vy (T = W (61)

r(T) Zz'T:_ol W

con lo cual, la funcién 6 en (60) se puede expresar como

Var(r(T))

0(11,0,T,0%) = E[r(T)] — Var(r(T))

Elrs(T)]. (62)

La condicién e*—1 > 0(u, 8, T, 0?) es bastante intuitiva. Esta nos dice que para
un horizonte T, la comisién por saldo sera preferible, si el rendimiento necesario

para recuperar la comision por saldo, e* — 1, es mayor que la diferencia entre el
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rendimiento esperado del fondo sin comisiones y el rendimiento esperado bajo
comision por saldo; pero, este ultimo ajustado por un factor de riesgo dado por

el ratio de desviaciones estandar de los rendimientos.

Como la secuencia de aportes W; es muy general para obtener conclusiones
relevantes, se va a asumir que W; = W, > 0. Bajo la condicién anterior, la

funcion 6 se encuentra disponible en forma explicita, y la denotaremos como

. 2 . .
0*. Si se cumple que p < —%, entonces 6" es estrictamente creciente en T', y

*

existe el valor de largo plazo, 07, tal que limy o 0*(u,d,T,0%) = 0}, < oc.
Con lo cual, la comision por saldo siempre sera preferida a la de flujo si y sélo

si e —1 > 67,. Utilizando (55) se demuestra que la condicién anterior equivale

0 _ ek [e2(u—0)+o* _ 1
e’ —et e
a > In o \/ e 1 | (63)
Cuando —%2 < p < 6 se cumple que 6* es también estrictamente creciente

en T’ pero, limr a0 6% (11,0, T,02) = oo con lo cual siempre existird Ty < oo
para el cual 6% superard por primera vez la barrera e* — 1. Si y > 0 se tiene
limy o0 0%(11, 9, T, 0%) = —00, es decir que en el largo plazo siempre la comisién
por saldo serfa preferible, este hecho se basa en que S;/S; tiende a (54) cuando
T — oo. Asimismo, es posible que exista fs < 00, 0 que 0 sea siempre menor
que e* — 1 para todo T" > 1, i.e., fs = o00. Pero, al parecer no es posible
encontrar una relacién explicita entre o, 1,0 y 0 que garantice S, > S f para

todoT > 1y pu> 9.
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También es nuestro interés estudiar el ratio

S
* 2
RS, (1, ,0,T,0%) = S—;, Sy # 0. (64)
Cuando Sy > 0 y Sy > 0 se preferird la comisiéon por saldo si RS;‘f > 1; pero,
cuando Sy < 0 y Sy < 0 se preferird dicha comisién si RS, < 1. En otros
casos, es mds sencillo dejar RS, de lado y comparar directamente Sy y Sy.

En cuanto a su comportamiento de largo plazo, limp RSZf = lim7_ RH;‘f

cuando p > 0, y el valor limite es dado por (54). Pero, cuando p < —%2 se tiene

5 _ ot 2Au—8)+0% _
_ . 9y € —e e

Asimismo, se obtiene la condicién (63) si se hace la expresion en (65) menor a
uno pues Sy < 0y Sy < 0. Finalmente, cabe mencionar que RSg; no es necesa-
riamente una funcién monétona en T' como veremos en los ejemplos numéricos

de la siguiente seccion.
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3 Aplicacion de la metodologia al Sistema Pri-
vado de Pensiones del Peru

En esta seccion se presenta la aplicacién de la metodologia expuesta en la seccion
anterior al Sistema Privado de Pensiones del Pert (SPP). Esta aplicacién es re-
levante debido a que el SPP esta atravesando un proceso importante de reforma,

parte de la cual consiste en el cambio de comisién por flujo a saldo!.

3.1 Calibracién de los parametros del GBM

Es necesario calcular los parametros p y o del proceso estocastico del valor cuota
del fondo. Para un escenario conservador tenemos que la volatilidad mensual
de los rendimientos es o = 0.824%, este valor se ha estimado a partir de los
rendimientos logaritmicos diarios de los fondos Tipo 1 (riesgo bajo) del SPP. La
volatilidad mensual del escenario moderado se considera oy = 2.511%, dicho
valor se ha estimado a partir de los rendimientos diarios de los fondos Tipo
2 (riesgo moderado) del SPP. Asimismo, la volatilidad mensual del escenario
agresivo se considera o4 = 4.212%, dicho valor se ha calculado a partir de
los rendimientos de los fondos Tipo 3 (riesgo alto) del SPP. En los tres ca-
sos se ha considerado para la calibracién informacién diaria del 02/01,/2009 al
30/05/2013. Ademds, asumimos que los rendimientos anuales de los fondos

conservador, moderado y agresivo son r¢ = 3.00%, ry; = 5.00% y r4 = 7.00%,

'En realidad los afiliados migrardn a una comisién mixta que tiene un componente transitorio por flujo. A
partir del ano 10 la comisién sera tinicamente por saldo.
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respectivamente. Finalmente, por teorfa del GBM tenemos que r; = u; — 0.502
para i = C, M, A. Notar que u; y 0; deben ser mensuales. Después de las trans-

formaciones adecuadas tenemos: puc = 0.0025, pyr = 0.0044, y pa = 0.0065.

3.2 Comisién por saldo equivalente (valores esperados
de fondos finales)

Consideremos ¢y = 1.7575% que es la comisién promedio por flujo del SPP al
30/05/2013. Como el aporte obligatorio al fondo de pensiones es 10% del sueldo
y la comisién ¢y se aplica sobre el salario, se tiene que a = —In(1 — 10¢s) =
0.1933. Se quiere determinar el nivel de la comisién por saldo, d;, que hace al

ratio RE{; en (34) igual a uno para los escenarios considerados.

En la Figura 1, se muestra el grifico de & (anualizada) para distintas edades?
y escenarios de rentabilidad. Se observa que d;, es creciente con la edad, y
decreciente en la rentabilidad (para una edad fija). Por ejemplo, si un afiliado
tiene 40 anos (o equivalentemente 7' = (65 —40) x 12 = 300 meses), la comisién
por saldo equivalente es de 1.3% en el escenario moderado, esto indicaria que
si se fijara una comisién por saldo menor a tal valor, al afiliado le convendria el
esquema de comision por saldo. En el escenario conservador dicho valor critico
seria 1.42%, y en el agresivo 1.2%. Una edad importante a considerar es 37

anos pues la mitad de afiliados del SPP tiene menos de dicha edad. El valor ¢;;

2Si F es la edad del afiliado en afios, T = (65 — E) x 12 meses.
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para tal edad y un escenario moderado es 1.14%. Con lo cual, si la tasa de la
comisién por flujo fuera el promedio del SPP o 1.7575% del salario, y la tasa de
la, comisién por saldo fijada fuera mayor que 1.14% anual, entonces a la mitad
mas joven de los afiliados no les convendria la comisién por saldo. Se puede
observar que 05 > 0.587% para todos escenarios estudiados, con lo cual una

comision por saldo en ese nivel la haria conveniente para practicamente todos

los afiliados del SPP.

3.3 Comisién por saldo equivalente (valor en exceso del
fondo final por unidad de riesgo)

Tal como en el caso anterior seguimos considerando ¢y = 1.7575% y a = 0.1933;
pero, ahora se quiere determinar el nivel de la comisiéon por saldo, ¢35, que hace

al ratio RS;; en (64) igual a uno para los escenarios considerados.

En la Figura 2, se muestra el grafico de 3 (anualizada) para distintas edades
y escenarios de rentabilidad. Se observa que d; no es estrictamente creciente
con la edad para el escenario agresivo, y alcanza un minimo de 1.2712% para
un afiliado de aproximadamente 27 anos. Asimismo, 05 a diferencia de J;, con-
verge para edades superiores a los 50 anos, y es creciente en la rentabilidad
para una edad fija. Es importante notar que la comisién por saldo ha mejorado
su desempeno respecto a la de flujo al utilizar los valores en exceso ajustados

por tiesgo (ratio RS;), en vez de los valores esperados de fondos finales (ra-
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tio RE;, f). Se puede observar que d; > 0;, para todos los escenarios y edades.
Ademas, una comisién por saldo menor o igual a 0.827% hace que ésta sea mas
atractiva que la de flujo para todos los escenarios y edades. Con lo cual, la
incorporacion de la volatilidad en el analisis ha cambiado significativamente la

peformance relativa de ambos esquemas de comisiones.

La Figura 3 muestra los graficos de la funcién 6 en (60) para los escenarios con-
siderados y una comisiéon por saldo anualizada de 1.00%. Ademds se incluye la
linea solida horizontal e — 1 que representa el valor limite que hace indiferentes
a ambos tipos de comisiones. En el escenario conservador, la comisién por flujo
seria preferible para afiliados menores a 27 anos. En el escenario moderado la
comisiéon por flujo seria recomendable para afiliados menores de 26 anos. En
el caso agresivo una comisién por saldo de 1.00% haria siempre preferible a
tal esquema, pues la curva nunca cruza el valor limite. Finalmente, se puede
verificar que # no es necesariamente una funcién mondtona en 7', y es posible
que existan rangos de edades en los cuales un esquema se cobro de comisiones

sea preferido al otro, tal como se menciond en las secciones anteriores.

4 Conclusiones y recomendaciones

En el presente articulo se ha desarrollado una metodologia en tiempo discreto
que permite comparar comisiones por flujo y saldo en fondos de pensiones du-

rante su fase de acumulacién. Al considerar el proceso estocastico del valor
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cuota como un movimiento Browniano geométrico (GBM) se han podido cal-
cular valores esperados y varianzas de fondos de pensiones, los cuales han per-

mitido introducir diferentes métodos para comparar ambos tipos de comisién.

Los métodos de comparacion considerados fueron: ratio de valores esperados de
fondos finales, ratio de valores futuros de comisiones a pagar, inversa del coefi-
ciente de variacion del fondo final, y valor en exceso del fondo final por unidad
de riesgo. En muchos casos se obtienen resultados muy generales en cuanto al
desempeno relativo de los esquemas de comision al no asumir un patrén parti-
cular en la secuencia de aportes. Ademds se brindan férmulas y/o expresiones
que permiten determinar el tipo de comision que seria conveniente para cada
individuo de darse el caso que pueda elegir la forma de cobro de administracion

de su fondo de pensiones.

A partir del desarrollo tedrico y la aplicacién practica al Sistema Privado de
Pensiones del Pert (SPP), se puede afirmar que una comparacion utilizando
solamente valores esperados de fondos finales resulta incompleta e imprecisa,
ya que cuando se anade la varianza del fondo en dicha comparacion las conclu-
siones tienden a cambiar, y en algunos casos de manera importante. Por ejemplo
para el SPP, utilizando tinicamente valores esperados y ciertos supuestos, una
comision por saldo de 0.5% haria conveniente al esquema por saldo sobre el
flujo en casi todo escenario. Sin embargo, si se anade la varianza del fondo

en el criterio de comparaciéon, dicha comision de indiferencia se transforma en
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aproximadamente 0.8% para fondos conservadores y moderados, y en 1.25%

para fondos mas agresivos.

Finalmente, es posible hacer muchos refinamientos a la metodologia, los cuales
pueden generar nuevas investigaciones. Por ejemplo podrian considerarse aportes
que tengan un comportamiento exponencial del tipo W; = Wye”?, procesos es-
tocasticos mas sofisticados para el valor cuota, probabilidad de interrupcion de
aportes, funciones de utilidad diversas para la comparacién de los fondos finales,
y por ultimo se podrian contrastar los esquemas utilizando politicas 6ptimas que
permitan cambiar el nivel de riesgo y rendimiento del fondo de acuerdo a la edad

del afiliado y tamano del fondo, en un contexto de optimizacién estocastica.
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Comisién por saldo equivalente utilizando RE
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Figura 1: Comisién por saldo equivalente, d;, tal que RE:f
edades y escenarios de rentabilidad. Se ha considerado cy

1 para distintas
1.7575% o a =

0.1933, aportes iguales, rendimiento conservador de 3% anual, moderado de 5%

anual, y agresivo de 7% anual.
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Comisién por saldo equivalente utilizando RS
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Figura 2: Comisién por saldo equivalente, ¢, tal que RS, = 1 para distintas
edades y escenarios de rentabilidad. Se ha considerado ¢y = 1.7575% o a =
0.1933, aportes iguales, rendimiento conservador de 3% anual con volatilidad de
0.824% mensual, rendimiento moderado de 5% anual con volatilidad de 2.511%
mensual, y agresivo de 7% anual con volatilidad de 4.212% mensual.
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Figura 3: Valor de funcién 6 para distintas edades y tipos de fondo. Se ha
considerado 0 = 1.00% (anualizada), c; =
iguales, y tres tipos de fondos. Tipo 1: rentabilidad 3% anual y volatilidad
0.824% mensual. Tipo 2: rentabilidad 5% anual y volatilidad 2.511% mensual.
Tipo 3: rentabilidad 7.00% anual y volatilidad 4.212% mensual. Se incluye
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valor de corte e® — 1 = 0.2132.
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